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摘　要：以算法的方式给出了具有无标度性的极大平面图网络，计算了极大平面图网络模型的顶点累积分布和
边累积分布，并验证二者的等价性。此外，按照混合方式的不同，提出了新的统计指标：边点混合累积分布。

随后，提出猜想：采用线性混合方式的边点混合累积分布与顶点累积分布是等价的。此猜想为全方位、多角度

的探讨无标度网络提供了新视角。
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　　自然界、生物界、工程界以及人类社会中的大
量复杂系统成为当今的复杂网络科学的热门研究对

象，如 Ｉｎｔｅｒｎｅｔ［１］、社交网络等［２］。复杂网络的规

模随时间的推移不断变化，给全方位的探讨复杂网

络的结构及功能带来了很大的障碍。因此，为复杂

网络建立合理的演化模型，对于深入考查其拓扑结

构、网络优化、网络资源的合理分配以及网络信息

安全等具有重要的指导意义。一般情况下，复杂网

络的规模较大，在缺少关于其节点间连接关系的前

提下，最简单、最直接的复杂网络演化模型应该是

Ｅｒｄｓ和 Ｒéｎｙｉ的随机图模型。在该模型中，每个
节点获得连接的机会均等，节点的度 （即该节点

连接的边数）服从 Ｐｏｉｓｓｏｎ分布。网络技术、计算
机技术以及数据处理技术的提高使得人们有可能获

得许多实际网络中节点间的连接关系，如万维网、

神经网络以及物流网络等。对这些实际网络进行实
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证研究，发现这些复杂网络存在一个共同的特点，

网络的节点的度数存在极大的差异，节点的度分布

服从幂律分布，而不是像随机图模型所预测的那样

服从 Ｐｏｉｓｓｏｎ分布，这样的复杂网络称为无标度网
络。

自１９９９年 Ｂａｒａｂáｓｉ和 Ａｌｂｅｒｔ发表有关复杂网
络的无标度性的文章以来，在此后的十几年里，各

行各业的学者成功的运用复杂网络理论解决了一些

问题，使得复杂网络已经渗透到许多不同领域的学

科［３－６］。从微观的细胞网络到宏观的宇宙网络，发

现许多具有无标度性质的网络。在验证幂律分布的

时候，不少说明网络是无标度网络的文章均采用文

献 ［７］中的技术手段，计算网络模型的顶点累积
分布，验证顶点累积分布服从幂律分布，依据此标

准来确定具有无标度性，文献 ［８］给出了一类递
归集团树的无标度性，文献 ［９］构造了全边增长
网络并给出了寻找其最多叶子生成树的算法。文献

［１０］探讨一类增长网络模型的生成树，文献
［１１］中讨论了无标度网络的平衡集。文献 ［１２］
将低维的阿波罗网络推广到高维阿波罗网络，并验

证了高维阿波罗网络的无标度性。文献 ［１３］的作
者验证了极大平面图的 Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ网络的无标度性。
此外，文献 ［１４］的作者提出一个验证幂律分布
的新方法，即边累积分布服从幂律分布，进而说明

网络是无标度网络。此外，一些学者讨论了对网络

添加简单图所构成的网络的性质，两个网络之间的

运算，以及寻找网络的最大叶子生成树的算法

等［１５－１７］。

用文献 ［１３］建立的极大平面图网络模型，本
文计算该网络模型的顶点累积分布和边累积分布，

并证明边累积分布和顶点累积分布是等价的。随

后，提出了按照混合方式区分的新的统计指标，即

边点混合累积分布，并对边点混合累积分布的幂律

特性进行计算和证明。

１　主要结论
１１　Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ网络的建立

本小节先引入经典的 Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ分形垫 （也称

Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ三角形）。Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ分形垫可以使用迭代
的方法进行构造。用 ｔ表示迭代的次数，令 Ｓ（ｔ）
表示经过 ｔ步演化后得到的 Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ分形垫，则
其具体的构造过程可以用下面的 Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ算法给
出。

Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ－算法
初始化。ｔ＝０，Ｓ（０）是一个等边三角形。

运算。ｔ＝１，连接等边三角形Ｓ（０）的各边的三
等分点，从而将原等边三角形分成 ９个小等边三
角形，然后 “舍弃”中间的３个倒立的小三角形，
便得到Ｓ（１）。未舍弃的三角形称为活动三角形。

迭代。继续对剩下的６个活动小三角形按上面
同样的方法继续分割，并 “舍弃”中间倒立的 ３
个小三角形，如此不断地重复 “分割”与 “舍弃”

的过程，便得到 Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ三角形 Ｓ（ｔ）。
Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ分型垫的具体生长过程在图１中给出。

图１　Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ分型垫的构造过程
Ｓ（０），Ｓ（１），Ｓ（２）（左边ｔ＝０，中间ｔ＝１，右边ｔ＝２）
Ｆｉｇ１　ＴｈｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓｏｆｔｈｅＳｉｅｒｐｉｎｓｋｉｇａｓｋｅｔ
Ｓ（０），Ｓ（１），Ｓ（２）（ｌｅｆｔｔ＝０，ｍｉｄｄｌｅｔ＝１，ｒｉｇｈｔｔ＝２）

根据 Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ分形垫，通过如下映射方法可
构造 Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ网络：将 Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ分形垫中每个被
删除的三角形映射为网络节点，将 Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ分形
垫的所有被删除的三角形与初始等边三角形相交映

射为网络的边。为了保持一致，分形垫中初始等边

三角形的三条边也分别对应 ３个不同的节点。基
于Ｓ（０）、Ｓ（１）、Ｓ（２）的生长过程可以构造出相应
的 Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ网络在图－２给出解释和说明。这样，
便得到了一个 Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ网络。由于该网络描述了
Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ分形垫中被删除三角形边的接触关系，
所以称之为 Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ网络。Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ网络的
Ｎ（０）、Ｎ（１）、Ｎ（２）如图２所示。

图２　Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ网络Ｎ（０），Ｎ（１），Ｎ（２）
（圆点为ｔ＝０，正方形点为ｔ＝１，五角星点为ｔ＝３）
Ｆｉｇ２　ＴｈｅＳｉｅｒｐｉｎｓｋｉｎｅｔｗｏｒｋＮ（０），Ｎ（１），Ｎ（２）

（ｔｈｅｃｉｒｃｌｅｖｅｒｔｉｃｅｓｄｅｎｏｔｅｔ＝０，
ｔｈｅｓｑｕａｒｅｖｅｒｔｉｃｅｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔｔ＝１，
ｔｈｅｐｅｎｔａｇｒａｍｖｅｒｔｉｃｅｓｓｔａｎｄｆｏｒｔ＝２）

２４
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１２　Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ网络的参数
根据 Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ网络模型的构造来计算该网络

的阶数和边数，令Δｖ（ｔ），Δｅ（ｔ）和Δ（ｔ）分别表示
在 ｔ时刻网络新增加的节点数目以及新增的边数目
和新增的活动三角形的数目。把按照Ｓ（ｔ）的构造演
化出来的Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ网络记为Ｎ（ｔ），根据Ｎ（ｔ）的构
造，ｔ－１时刻的每一个活动三角形在ｔ时刻将产生６
个活动三角形。因此，可推算出 Δ（ｔ）＝６Δ（ｔ－１），
又因 Δ（０）＝１，所以 Δ（ｔ）＝６ｔ。此外，在 ｔ－１时刻
每一个活动三角形将产生３个新的节点和９条新边，
容易计算，

Δｖ（ｔ）＝３Δ（ｔ－１）＝３·６
ｔ－１，

Δｅ（ｔ）＝９Δ（ｔ－１）＝９·６
ｔ－１ （１）

对于任意的 ｔ＞０，用 Ｖ（ｔ），Ｅ（ｔ）分别表示
Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ网络 Ｎ（ｔ）的节点集合和边集合，则可用
ｎｖ（ｔ），ｎｅ（ｔ）分别表示网络模型Ｎ（ｔ）在ｔ时刻总的
节点数目和总的边数目。因此，有

ｎｖ（ｔ）＝｜Ｖ（ｔ）｜＝∑
ｔ

ｉ＝０
Δｖ（ｉ）＝

３·６ｔ＋１２
５ ，

ｎｅ（ｔ）＝｜Ｅ（ｔ）｜＝∑
ｔ

ｉ＝０
Δｅ（ｉ）＝

９·６ｔ＋６
５ （２）

当 ｔ足够大的时候，Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ网络 Ｎ（ｔ）的平均度
＜ｋ＞＝２ｎｅ（ｔ）／ｎｖ（ｔ）→６，说明该网络是一个稀疏
网络，也就是说，网络中实际存在的边数远远小于

可能存在的最大边数ｎｖ（ｔ）×［ｎｖ（ｔ）－１］／２，并且
与现实生活的网络现象相吻合。

１３　Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ网络的度分布
节点ｉ是在ｔｉ时刻进入网络Ｎ（ｔ）的，此时，节点

ｉ的度为４。令Δ（ｉ，ｔ）表示 ｔ时刻产生的活动三角形
的个数，这些三角形在ｔ＋１时刻将产生的新节点与
节点ｉ相连。在 ｔｉ时刻，Δ（ｉ，ｔｉ）＝３，根据网络的迭
代过程，可以看出网络 Ｎ（ｔｉ）新增加的一个活动三
角形将会在下一时刻形成 ６个新的活动三角形。令
ｋｉ（ｔ）表示ｔ时刻节点 ｉ的度数，因 ｋｉ（ｔ）与 Δ（ｉ，ｔ）
的关系满足 Δ（ｉ，ｔ）＝ｋｉ（ｔ）－１，又有 Δ（ｉ，ｔ） ＝
３Δ（ｉ，ｔ－１）和Δ（ｉ，ｔｉ）＝３，则在 ｔ时刻，节点ｉ的度
为ｋｉ（ｔ）＝３

ｔ－ｔｉ－１＋１，从而得到Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ网络Ｎ（ｔ）
的度谱（见表１）。

表１　Ｎ（ｔ）的度谱
Ｔａｂｌｅ１　ＴｈｅｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆＮ（ｔ）

ｄ ４ ３２＋１ ３３＋１ … ３ｔ－１＋１ ３ｔ＋１
ｎｄ（ｔ）Δｖ（ｔ）Δｖ（ｔ－１）Δｖ（ｔ－２） … Δｖ（２） ｜Ｖ（１）｜

表１告诉 Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ网络Ｎ（ｔ）的度分布是离
散的文给出一种新的累积分布

Ｐｃｕｍ

（ｋ）＝∑

τ＜ｔｉ

ｎｖ（τ）
ｎｖ（ｔ）

＝∑
ｔｉ－１

τ＝０

ｎｖ（τ）
ｎｖ（ｔ）

＝

３（６０＋６１＋… ＋６ｔｉ－１）＋１２ｔｉ
３·６ｔ＋１２

＝

３
５（６

ｔｉ－１）＋１２ｔｉ

３·６ｔ＋１２
将ｔｉ＝ｔ＋１－ｌｎ（ｋ－１）／ｌｎ３代入上式，得

Ｐｃｕｍ

（ｋ）＝

３·３６
５ ·６ｔ（ｋ－１）－

ｌｎ６
ｌｎ３＋１２ｔ＋１－ｌｎ（ｋ－１）[ ]ｌｎ３
３·６ｔ＋１２

当 ｔ足 够 大 的 时，有 Ｐｃｕｍ（ｋ） ∝
３６
５（ｋ －

１）－（１＋ｌｎ２／ｌｎ３）。因此，累积度分布服从幂律分布，且
幂律指数 γ＝２＋ｌｎ２／ｌｎ３。我们的累积分布相似于
文献 ［１３］中的累积分布，且与其同阶。显然，本
文的累积分布易于计算。文献 ［１４］定义了一个新
的统计指标，叫做边累积分布 Ｐｅｃｕｍ（ｋ）。这里给出
一个改进的边累积分布

Ｐｅｃｕｍ

（ｋ）＝∑

τ＜ｔｉ

ｎｅ（τ）
ｎｅ（ｔ）

＝∑
ｔｉ－１

τ＝０

ｎｅ（τ）
ｎｅ（ｔ）

＝

９（６０＋６１＋… ＋６ｔｉ－１）＋６ｔｉ
９·６ｔ＋６

＝

９
５（６

ｔｉ－１）＋６ｔｉ

９·６ｔ＋６
将ｔｉ＝ｔ＋１－ｌｎ（ｋ－１）／ｌｎ３代入上式，得

Ｐｅｃｕｍ

（ｋ）＝

９·３６
５ ·６ｔ（ｋ－１）－

ｌｎ６
ｌｎ３＋６［ｔ＋１－ｌｎ（ｋ－１）ｌｎ３ ］

９·６ｔ＋６

当ｔ足够大的时，有Ｐｅｃｕｍ（ｋ）∝
３６
５（ｋ－１）

－（１＋ｌｎ２／ｌｎ３）。

因此，边累积度分布服从幂律分布且指数 γ＝２＋
ｌｎ２／ｌｎ３。我们发现，边累积分布和顶点累积分布
都可以说明网络的度分布服从幂律分布的，而且两

者具有相同的幂律指数，可以说明 Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ网络
是无标度的。因此，我们发现说明网络是边累积分

布同样可以说明网络具有无标度性。

下面证明Ｐｃｕｍ（ｋ）与Ｐｅｃｕｍ（ｋ）等价，令
ｎｅ（τ）
ｎｅ（ｔ）

＝
ｋτ
ｋ·
ｎｖ（τ）
ｎｖ（ｔ）

，
ｋτ
ｋ∝β

这里 ｋτ ＝
２ｎｅ（τ）
ｎｖ（τ）

。因为边数目与节点数目之间的

关系、欧拉公式２ｎｅ（ｔ）＝∑ｉ
ｋｉ（ｔ）以及２ｎｅ（ｔ）＝

ｎｖ（ｔ）［ｋ］，∑ｉ
ｋｉ（ｔ）＝ｎｖ（ｔ）ｋ，计算出

Ｐｅｃｕｍ

（ｋ）＝∑

τ＜ｔｉ

Δｅ（τ）
ｎｅ（ｔ）

＝∑
τ＜ｔｉ

２Δｅ（τ）
ｎｖ（ｔ）（ｋ）

·
ｎｖ（τ）
ｎｖ（ｔ）

＝

ｋτ
ｋ·
ｎｖ（τ）
ｎｖ（ｔ）

∝βＰｃｕｍ（ｋ）

３４
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同理，可证明

Ｐｅｃｕｍ

（ｋ）＝∑

τ＜ｔｉ

Δｖ（τ）
ｎｖ（ｔ）

＝

（＜ｋ＞）２

（＜ｋ＞τ）
２·
＜ｋ＞τｎｅ（τ）
＜ｋ＞ｎｅ（ｔ）∝

１
β
Ｐｅｃｕｍ（ｋ）

分析可知，在 τ足够大时， ＜ｋ＞τ→ ＜ｋ＞，得 β
１。因此，顶点累积分布和边累积分布是等价的。
除了顶点累积分布之外，还可以用边累积分布来确

定网络 Ｎ（ｔ）是无标度网络。
１４　边点混合累积分布

本小节给出新的统计指标，叫做边点混合累积

分布，有以下 ３种形式：
（ｉ）边点数乘累积分布

Ｐ１ｃｕｍ（ｋ）＝
１

ｎｅ（ｔ）×ｎｖ（ｔ）∑τ＜ｔｉ
ｎｅ（τ）×ｎｖ（τ）＝

１
ｎｅ（ｔ）×ｎｖ（ｔ）

·

∑
τ＜ｔｉ

［ｎｅ（τ）＋ｎｖ（τ）］
２－（ｎｅ（τ））

２－（ｎｖ（τ））
２

２ ＝

２５
（３·６ｔ＋１２）（９·６ｔ＋６）

·

∑
τ＜ｔｉ

３·６τ－１＋１２＋９·６τ－１＋６( )５
２[ －

３·６τ＋１２( )５
２
－ ９·６

τ＋６( )５ ]２ ＝
２５

（３·６ｔ＋１２）（９·６ｔ＋６）
·
２７
２５·

３６
３５［（３６）

ｔｉ－１］

用ｔｉ＝ｔ＋１－ｌｎ（ｋ－１）／ｌｎ３替换上式中的 ｔｉ，整
理可得

Ｐ１ｃｕｍ（ｋ）∝
９７２
３５［（ｋ－１）

－（１＋ｌｎ２／ｌｎ３）］２ ＝

９７２
３５（ｋ－１）

－２（１＋ｌｎ２／ｌｎ３）

边点数乘累积分布是考察边点共同运动的规律，以

及边和点数目平方的积累运动。由 Ｐ１ｃｕｍ（ｋ）∝
９７２
３５（ｋ－１）

－２（１＋ｌｎ２／ｌｎ３）可观察出边点数乘累积分布

Ｐ１ｃｕｍ（ｋ）与顶点累积分布服从的累积分布是不相同
的。

（ｉｉ）边点差累积分布

Ｐ２ｃｕｍ（ｋ）＝
１

ｎｅ（ｔ）－ｎｖ（ｔ）∑τ＜ｔｉ
［ｎｅ（τ）－ｎｖ（τ）］＝

５
（９·６ｔ＋６）－（３·６ｔ＋１２）∑τ＜ｔｉ

９·６ｔｉ＋６
５[ －

３·６ｔｉ＋１２]５
＝６５

１
（６ｔ－１）

［（６）ｔｉ－１］

用 ｔｉ＝ｔ＋１－ｌｎ（ｋ－１）／ｌｎ３替换上式中的 ｔｉ，整

理可得

Ｐ２ｃｕｍ（ｋ）∝
３６
５·（ｋ－１）

－（１＋ｌｎ２／ｌｎ３）

边点差累积分布主要考察边数目和点数目相对误差

的积累状态和运动趋势。由 Ｐ２ｃｕｍ（ｋ）∝
３６
５·（ｋ－

１）－（１＋ｌｎ２／ｌｎ３）可观察出边点差累积分布Ｐ２ｃｕｍ（ｋ）与顶
点累积分布服从累积分布是相同的。

（ｉｉｉ）边点根式累积分布

Ｐ３ｃｕｍ（ｋ）＝
１

ｎｅ（ｔ）×ｎｖ（ｔ槡 ）
∑
τ＜ｔｉ

ｎｅ（τ）×ｎｖ（τ槡 ）＝

１
ｎｅ（ｔ）×ｎｖ（ｔ槡 ）

·

∑
τ＜ｔｉ

［ ｎｅ（τ槡 ）＋ ｎｖ（τ槡 ）］２－ｎｅ（τ）－ｎｖ（τ）
２ ＝

５
（３·６ｔ＋１２）（９·６ｔ＋６槡 ）

·

∑
τ＜ｔｉ

１
２

９·６τ＋６
槡 ５ ＋ ３·６τ＋１２

槡( )[ ５
２－

９·６τ＋６
５ －３·６

τ＋１２]５
＝

５
（３·６ｔ＋１２）（９·６ｔ＋６槡 ）

·槡２７·
６
５（６

ｔｉ－１）

将ｔｉ＝ｔ＋１－ｌｎ（ｋ－１）／ｌｎ３代入上式，化简得

Ｐ３ｃｕｍ（ｋ）∝
３６
５·（ｋ－１）

－（１＋ｌｎ２／ｌｎ３）。

边点根式累积分布与边点数乘累积分布有相同

的功用，考察边和点开平方根后积累的速度。由

Ｐ３ｃｕｍ（ｋ）∝
３６
５·（ｋ－１）

－（１＋ｌｎ２／ｌｎ３）可观察出边点根式

累积分布Ｐ３ｃｕｍ（ｋ）与顶点累积分布 Ｐｃｕｍ（ｋ）服从相
同的累积分布，且具有相同的底数和幂律指数。

由以上 ３种混合方式得到的计算结果可以看
出，部分边点混合累积分布也是符合幂律分布的，

在第一种混合情况下，可以看出 Ｐ１ｃｕｍ（ｋ）与
Ｐｃｕｍ（ｋ）或者 Ｐｅｃｕｍ（ｋ）是服从不同指数的幂律分
布，他们之间不存在线性关系；而 Ｐ２ｃｕｍ（ｋ）、
Ｐ３ｃｕｍ（ｋ）与Ｐｃｕｍ（ｋ）服从同一指数的幂律分布，相
互之间具有线性关系。细细观察分析，发现其原因

是在计算边点混合累积的时候，第一种混合方式是

对度为 ｋ的节点实施度的乘积运算。在第二种累
积分布和第三种累积分布中，实施的是线性运算。

因此，我们猜想：采用线性运算的混合方式所得到

的边点混合累积分布，与原来的顶点累积分布和边

累积分布是等价的，同时说明网络是无标度网络。

４４
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２　讨　论
本文借助于现有的无标度网络模型，验证了顶

点累积分布和边累积分布的等价性。基于不同的混

合方式，提出３种新的累积分布。为探索网络的无
标度性提供了一个新的方法。大多数验证无标度网

络的方式是说明顶点累积分布服从幂律分布。本文

发现虽然采用不同的方式计算累积分布，例如顶点

累积分布和边累积分布，仍可以得出网络服从无标

度网络的结论。因此，我们猜想：顶点累积分布服

从幂律分布和边累积分布服从幂律分布都可以作为

来确定网络是无标度的依据，换句话说，顶点累积

分布和边累积分布是等价的。但边点混合累积分布

因混合的方式不同所得到的累积分布也不尽相同，

需进行深入研究和实证。
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